ANALISI E SIMULAZIONE DI SISTEMI DINAMICI

Lezione VII: Trasformata Zeta

Traformata Zeta: Definizione

Segnali elementari

Proprieta della Trasformata Zeta

Antitrasformata Zeta

Esempi ed applicazioni
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Trasformata Zeta: Definizione

La Trasformata Zeta di un segnale discreto f(k) (successione numerica) & la funzione di
variabile complessa z € C, (z = 0 4+ jw)

f(k) = F(z) =) f(k)z% = Z[f]

k=0

Trasformate Zeta di alcuni segnali elementari:

e Funzione impulso discreto (delta di Kronecker)

f(k)=5(k)i{? o Zig —  Z]=F() =1

e Funzione gradino discreto

Fy =10 = { 9
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Trasformata Zeta: Segnali elementari

SEGNALE £(k) F(2)
Impulso unitario d(k) 1
Gradino unitario 1(k) z .
Z —_—
Rampa unitaria k 1(k) ( 21)2
Z —_—
1
Parabola unitaria k2 1(k) ?(z—-l-l)g
Z —_—
. zZ
Esponenziale a® 1(k)
Z — a
Esponenziale 4+ sinusoide ksin(wk) 1(k) asin(w)z
w
P “ 22 — 2a cos(w)z + a2
Esponenziale + cosinusoide | a* cos(wk) 1(k) 2lz —acos(w)]
P ¢ “ 22 — 2a cos(w)z + a2




Trasformata Zeta: Proprieta

Linearita: c1fi(k) + caf2(k) — c1F1(2z) + c2F2(2),
Esempio: 36(k) — 2 - 1(k) = F(z) =3 - 24

£75

Anticipo temporale: f(k+4+1)1(k) — 2F(z) —2f(0) (z operatore di anticipo unitario)
Esempio: ak+11(k) — F(Z) — 5 Z Jop—)

zZ—a zZ—a

Ritardo temporale: f(k—1)1(k—1) — 27 1F(2) (z—! operatore di ritardo unitario)
Esempio: 1(k—1) = F(z) = =5

Teorema della derivata nella frequenza: kf(k) — —zd%F(z)

Esempio: k- 1(k) = F(2) = 55
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e Teorema di convoluzione: Si definisce convoluzione di due segnali f(k) e g(k)
(fr)k) =D f@glk— ) = g f(k 1)
i=0 i=0
= Z[(f*9)(k)] = Z[f(K)]Z[g(k)] = F(2)G(2)

e Teorema del valore finale: klirp f(k) = Iinq(z — 1) F(2).
— 00 z—
Esempio:
z z

fk) =1(k) +(-0.5)"1(k)  —  F()=_—3+

kLiTOOf(k) = lim(z-1)F(z) =1

e Teorema del valore iniziale: f(0) = lim F(z).

Esempio:
z zZ

JW=0-NK) — FE =g

£(0) = lim F(2) = 1




Anti-Trasformata Zeta di Funzioni Razionali

e Espansione in fratti semplici di F'(z) (radici p; semplici):

n

Py = 2Dy

[[=:(z—pi) 2= 2z—p

, oy = Ilim(z—p)F(2)
Z—P;

a; € detto residuo di F(z) in p; € C. Antitrasformando
f(k) = (Z az-pf1> 1(k — 1)
=1

e Espansione in fratti semplici di F'(z) (radici p; di generica molteplicita m;):

d(mi—j)

l m;
) =m0 = 30Y M ay = s im G p) ()

H?:l(z — Di

Antitrasformando

i=1j=1

l

19 =3 (K71 )i 1000

i=1j=1



e Se esiste una coppia di radici p;, p; complesse coniugate allora:

Qi Q; .
F'(2) = L 4+ con p; = p;e!”
Z—Pi 22— Di

(k) = |aiptVerth=1) 4 g pt=Demiwh=D| 1 () — 1)

= 2|a;|p" V) cos [wi(k — 1) + /ai] 1(k — 1)

e Possibili applicazioni: soluzione di equazioni alle differenze lineari a coefficienti costanti

Esempio:

y(k+4) —ylk+3)+ylk+2)—ylk+1)=uwlk+2)+ulk+1)+uk) k>0

con ingresso u(k) = 1(k) e condizioni iniziali y(0) =y(1) =y(2) =0, y(3) = 1.



